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RESUMEN 
En este trabajo se estudiara la categoria de los modulos planos y su relacion con las 
categonas de los módulos libres y los modulos proyectivos 
En particular nos interesa-el caso de los modulos planos sobre anillos noetherianos y sobre 
los anillos de valuacion 	 Nos proponemos encontrar una caracterización de dichos 
modulos 
SUMMARY 
In this paper we consider the category of fiat modules and their relation to the categories of 
lite modules and projective modules 
In particular we are interested in the case of fiat modules over Noethenan rings and 
valuation rings 
	 We intend to find a characterization of these modules 
INTRODUCCION 
En 1925 Emily Noether hizo algunas observaciones concernientes a la Teoria de 
Anillos 	 Dichas observaciones crearon interes en particular por el estudio de los 
grupos de homologia asociados a espacios topológicos 	 Fue as¡ como surgieron 
alrededor de 1930 algunas tecnicas algebraicas para calcular dichos grupos 
	 11 Greel 
alumno de Emily Noether en 1926 introdujo la nocion general de anillos de fracciones 
mientras estudiaba los dominios integrales Posteriormente este concepto fue extendido a 
otros tipos de anillos por  Chavalley en particular para los anillos noetherianos 
En un estudio realizado por 1-1 Cartan las nociones de algebra homologica 
surgieron como resultado del estudio de la estructura de los modulos sobre un anillo de 
Dedekind 
Los modulos proyectivos inyectivos y los módulos planos han demostrado ser de 
gran utilidad tanto en la Matematica abstracta como en las aplicaciones de la misma tal 
como se vislumbra en la leona desarrollada por Serre 	 Un caso particular de estas 
aplicaciones lo constituye el desarrollo de la Geometna algebraica y la Topologia 
algebraica 
En la primera seccion se enunciaran los conceptos necesarios para desarrollar la 
Teoria de Modulos planos En la siguiente sección estableceremos las relaciones entre los 
modulos aqui estudiados para luego caracterizar los modulas planos 
	 Posteriormente 
se presentaran los tipos de anillos sobre la cual se trabajaran los modulos planos en la 
ultima sección 
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Capitulo Primero 
PRELIMINARES 
Fi 
PRELIMINARES 
En esta seccion presentaremos de manera muy suscinta las definiciones y resultados que 
son parte de la literatura basica del Álgebra que son necesarios para desarrollar el tema 
que nos ocupa en esta investigacion El anillo que se considerara sera anillo conmutativo 
Definicion l 
Si M N son A Modulos la suma directa M ® N es el conjunto de todos los pares 
(x y)conxEM yEN 
M eN es un A Modulo si definimos ¡asuma y la multiplicacion escalar por las reglas 
siguientes 
(x1 y1)+(x 2 y2)= 	 (x1 +x2y1 +y2) 
a(x1 
 Yi) = (ax1 ay1) 
En general si (M316, es una familia de A Modulos podemos definir la suma Q,l  Al1  
como las familias 	 tales que x1 
 cM1 para cada ¿ci y todos los x, son ceros salvo 
un numero finito de i 
Si eliminamos la restricción anterior tenemos el producto directo 11161 M1  
La suma directa y el producto directo coinciden si el conjunto de indices es finito y en 
general no son isomorfos 
Definición 2 
El radical de Jacobson ¶R de A está definido como la interseecion de todos los ideales 
maximales de A 
3 
Definicion 3 
Sea M un A —modulo El anulador de un elemento y E M es 
ann (y) = (a E A/av = O) 
Analogamente el anulador de un submodulo N de M es 
ann(N)=(a CA 
	 / aN =(ofl 
Donde aN= (ay /v EN) 
Definicion 4 
Una sucesión de A módulos y A homomorfismos -, M 	 Al 	 - 	 se dice 
que es exacta si ¡m(f1 ) = Ker(/¡+1) 
Consecuencias 
(1) O -+ M L Mes exacta corta <=> f es inyectiva 
(2) M Z M -. O es exacta corta = y es suryectiva 
(3) O—'M [.M2,M —*0 es exacta corta si y solo si fes inyectiva, y ges 
suryectiva 
(4) Bajo las condiciones 	 anteriores se obtiene un isomorfismo entre 
Coker(f) =M/f(M)yM 
Proposicion 5 
Sea M un A modulo finitamente generado e ¡ un ideal de A y sea Ø M - M tal que 
Ø( M )c 1 M 	 Entonces Ø satisface una ecuación de la forma 
07 +a1f'+ +a=O 
Donde las a1 estan en ¡ 
Demostracion 
Sea x1 	 x,1 un conjunto de generadores de M Entonces cada Ø (xi ) E ¡Nl de manera 
que Ø(x,) 
= E=1 a11x 	 (1-s z ~ it a El) es decir 
II 
= O 
Donde 8,, es la delta de Kronecker Multiplicando por la izquierda por la adjunta de la 
matriz (- a1 ) se tiene que det (Ø - a1 ) anula cada ; por tanto es el 
endomorfismo cero de M Desarrollando el determinante resulta una ecuación de la 
forma requerida 
Deíinicion 6 
Una categoria C esta determinada por 
a) Una clase cuyos elementos llamaremos objetos de C 
11 
b) Una funcion que a cada par de objetos M N de C les asigna un conjunto 
Hom(M N) cuyos elementos 	 llamaremos morfismos (en C) de M en N 
Escribiremos  M -+ N para indicar que f  Hom(M N) 
c) Una función que a cada par de modismos feHom(M N) y gEHom(N O) se 
les asigna un modismo f y E Hom(M O) de manera que se cumplan las 
propiedades siguientes 
¡ Asociatividad (f 09) 
 h = f (y h) para todos los modismos f y h para 
los que la composición tenga sentido 
2 Para cada objeto M existe un modismo 1M  e Hom(M M) de manera que 
'-M f f para todo feHom(M N) y y 1M=9 	 para todo 
ydflom(N M) 
Definición 7 
Un fhnctor 7' de C1 a C2 consiste de 
1 Una transformacion T que asocia a cada objeto M de la categoria C1 un 
objeto T(M) de la categoria C2  
2 Para cada par de objetos (M N) de C1 y cada f de Horrz 1 (M N) le asocia 
un elemento T(f) de Homc2 (TM TN) 
Sujetos a las siguientes condiciones 
a Si la y! esta definida en C1 entonces T(9f) = T(g)T(f) 
b T(1m) = 'TU 
Íl 
A continuación presentamos dos tipos especiales de functores 
Sean C1 C2 dos categorias y T un functorde C1 en C2  
a) Se dice que T es covariante de C1 a C2 cuando las siguientes propiedades se 
satisfacen 
Si f tiene dominio C1 y rango C2 entonces T(f) tiene dominio T(C1) y rango 
T (C2 ) 
u) 	 Si [es una funcion identidad entonces tambien lo es T(f) 
iii) 	 Si gf esta bien definida entonces T(q [) = T(g)T(f) 
b) Por otro lado diremos que T es contravariante si cumple las propiedades 
i) 	 Si  tiene dominio C1  y rango C2 entonces T(f) tiene dominio T(C2 ) y rango 
T(C1) 
u) 	 Si [es una función identidad entonces tambien lo es T(f) 
iii) 	 Si g[ está bien definida entonces T(g f) = T(f) T(g) 
Definición 8 
Un functor T es exacto si transforma sucesiones exactas en sucesiones exactas 
7 
Definicion 9 
Decimos que dos categorias C1 y C2 son equivalentes si existen functores 	 F Cl -'C2 
y G C2 ~C1 tal que GF=1 1 y FG=1 2 
Deiinicion lo 
Sea A un anillo y (A31 El una familia de A —módulos El producto directo fl1, A1 es el 
producto cartesiano con la suma y multiplicacion escalar siguientes 
(a1) + (b1 ) = (a1 + Li1) 	 y r(a1 ) = (r a1 ) 
Donde r e A y aL b1 E A1 para todo t En particular si todos los A1 son iguales 
digamos A1 = A para todo i E ¡ entonces podemos escribir A' en lugar de H,El A1 
TEOREMA DE FACTORIZACIÓN II 
Sea f M -> N un homomorfismo de A —modulos 
Supóngase N es submódulo de M contenido en Ker f 	 Entonces existe un 
unico homomorfismo i/i M / N - N tal que el diagrama 
M 	 7' 	 )M/N 
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sea conmutativo esto es i/, ir = f donde ir es la proyeccion canonica 
Definicion 12 
Sea ¡ un conjunto de indices arbitrarios y M un A modulo y [U1 ]1€, una familia de 
elementos de M 	 El subconjunto de M que consiste de todos los elementos que pueden 
escribirse en la forma L 21u1 donde cada 2, es un elemento de A y 2 = O para casi todo 
forma un submodulo de M 
Este submodulo es llamado el submodulo de M generado por [U1 ]161 	 Si 	 este 
submódulo coincide con M entonces [U,]16, es llamado sistema de generadores de M Si 
para cada elemento x de M los 2, para los cuales x = L 21u, son determinados de 
forma unica entonces [U,],6, es llamado base de M Un modulo que admite una base es 
llamado módulo libre 
Todo A modulo libre es isomorfo a un A modulo de la forma ®1 ,M, donde cada 
A (como A modulo) 
Todo modulo admite un sistema de generadores pero existen módulos que no tienen 
base 
Por ejemplo 
Ningun grupo abeliano finito no nulo tiene base 
PI 
Definicion 13 
Diremos que un A modulo es de tipo finito si admite algun sistema finito de generadores 
Definicion 14 
Un A modulo P es proyectivo si dado el diagrama del tipo 
1: . 	 o 
h 
en la cual la fila es exacta, es posible encontrar un A homomorfismo P C tal que 
h g=f 
En otras palabras se obtiene el diagrama conmutativo siguiente 
vi 
lo 
Definicion 15 
Un A modulo P es inyectivo si dado un diagrama del tipo 
h 
o c . 
fl 
en la cual la fila es exacta, es posible encontrar un A —homomorfismo C P tal que 
y h=/' 	 En otras palabras se obtiene el diagrama conmutativo siguiente 
h 
o 
g 
Notacion 
Indicaremos con los simbolos MA y AN a las categorias de A —módulos a derecha y a 
izquierda respectivamente 
11 
Definición 16 
Sean A un anillo y G un grupo aditivo abeliano Supongamos que M E MA y N EAN 
Una transformacion f M x N -, G es balanceada si satisface las identidades 
siguientes 
81 f(m+m n)=f(mn)+f(m n) 
B2 f(m n + n ) = f(m n) + f(m n) 
83 [(rna it) = f(rn an) 
Para todo mrnEM n  EN acA 
Producto Tensorial 
Consideramos el grupo abeliano libre E cuyos generadores son los elementos de 
M x N En otras palabras cada elemento de este grupo puede ser escrito unicamente 
como una suma finita X1, c11 (m 1 n1) donde rn1 E M n1 E N y 	 c1 C Z 	 en el cual 
sólo un numero finito de los enteros ci, son distintos de cero 	 Entonces tenemos el 
monomorfismo natural t M x N -, E 	 tal que 
	 t(rn n) = r(rn' n) si y sólo si 
m=m yn=n' 
Sea 11 el subgs-upo de E generado por todos los elementos de la forma 
(rn+rn n) — (m n) — (m it) 
12 
(m n+ n) - (m n) - (m n) 
(am n) - (m an) 
Consideremos la suryeccion canonica ir F -* F/H Sea f = itt entonces 
f((m+m n) — (m n) — (m n))=O 
f((m n + n ) - (m n) - (m n)) = o 
f «am n)—(m an))=O 
esto es la transformacion íes A —balanceada de M x N en F/H 
Denotemos con mØ n al valor [(m it) y con M ® N al grupo abcliano cociente F/H 
cuyos generadores m ®n satisfacen las siguientes identidades 
(m + ni )Øn = ni Øn + m Øn 
mØ(n + it) = møn + møn 
Se observa que la ultima propiedad implica que 
Para todo mEM nENyaEZ 
En particular O Øn = m®O = O para todos m E 	 n EN Para esta propiedad se 
tiene que cada elemento de M x N puede escnbirse como suma finita de la forma 
13 
E zn®n donde m E M y it E N 	 pero esta representacion no es unica en caso 
general 	 Si un conjunto (m,I t E fj genera a 	 y (nI j E 1) genera a N entonces 
el conjunto (rn1 0n1 1 z E 1  EJ) genera aMxN 
Mostraremos que el grupo abeliano M®N tiene la propiedad universal presentada a 
continuacion 
Propiedad 17 
Sea A un anillo y G un grupo abeliano 	 Sea M E MA y N E A N 	 Para cualquier 
A - transformacion balanceada f M x N -. G existe un unico morfismo de grupos 
abelianos y M®N -' G tal que el diagrama 
MxN 	 M®N 
es conmutativo 
14 
Demostracion 
Supongamos que f es una transformacuon balanceada de la forma M x N al grupo 
abeliano G Por cuanto que F es un grupo libre abeliano existe un unico homomorfismo 
7 E -, G tal que eldiagrama 
M N 	 ) G 
"~~L 	
F 
/í 
es conmutativo Esto es Ji 
= [ donde ¿ es la inyección canonica 	 Como f es una 
A —transformacion balanceada de M x N a G esto es también cierto paraf as¡ 
J(m+ ni n)=f(mn)-f- [(ni n) 
[(mn+n)=[(nin)-(-J(mn) 
[(ma n) = [(n an) 
Del cual tenemos 	 H G ker 7 y por el teorema de factorizacion existe un unico 
morfismo g Fin -, G tal que el diagrama 
es conmutativo 
15 
Sea q = ir  entonces gq = y ir  = Ji = f y tambien el diagrama 
es conmutativo 
(o 
MxN 
Ahora mostramos que y es unica haciendo el diagrama conmutativo 
Si y es otro homomorfismo de FIH 
 a G el cual hace el diagrama conmutativo esto es 
yq =f entonces y ni =g q =f = giri 	 Asi por unicidad de[ tenemos  Ir =J 
Tambien y ir = / = gir pues ir es suryectiva, tenemos y = y 	 As¡ que y es unico 
Definicion 18 
Sea MA y A N módulos sobre un anillo A El par (T O) es un producto tensorial de 
modulos de fil y N sobre A si T es un grupo abeliano y para cualquier grupo G y toda 
A —transformación balanceada f T - G existe un unico homomorfismo de grupos 
y T -. G tal que el diagrama 
MxN 
	 o 	
>M®N 
/ 
es conmutativo 
16 
Proposicion 19 
Sea A —un anillo y M E MA y N E AN 	 Supongase que (M 0 A (p) como 
antes entonces 
a) (M O AN q') es un producto tensorial de M y N 
b) Si (T 8) es cualquier otro producto tensorial de M y N entonces existe un 
grupo abeliano isomorfo a M O AN - T tal que a <p=  O esto es el 
diagrama 
MxN 	
(O 	 ) M0N 
T f/u 
es conmutativo 
Demostración 
a) La obtenemos inmediatamente del teorema anterior 
b) Sea (T 8) cualquier otro producto tensorial de M y N 	 Por cuanto que 8 es 
una transformacion balanceada por la propiedad anterior para M O AN existe 
a M 0 AN -+ T 	 tal que a q = 8 	 Similarmente por cuanto 
92 M x N -. M O AN es una A - transformacion balanceada por la definicion de 
producto tensorial existe r T -, MO N tal que r84, 	 Asi taq = 4, y arO = O 
La unicidad de 8 y 4, implica que ra y ar son ambas transformaciones idénticas en un 
grupo apropiado En particular a es un isomorfismo 
17 
Observacion 
Sea [ M -' M y y N -' N homomorfismos de A —modulos Entonces tenemos la 
transformacion (x y) ' 1(x) ®g(y) 	 de M x N en M ®N el cual satisface las 
condiciones de producto balanceado Es decir 
f(x + x )®y(y) = f(x)®y(y) + f(x )Øy(y) 
[(x)øy(y + y) = f(x)øg(y) + [(x)®y(y) 
f(xa)®y(y) = [(x)øy(ay) 
Tenemos un unico homomorfismo de M®N en M ®N tal que xøy " f(x)®y(y) 
Asi 	 pues es 	 posible 	 definir 	 la 	 funcion f ®g mediante 	 la regla 
(JØy )(x®y) = f(x)®,g(y) 	 para todo x E M y E N Además 1fl®1N = 1M®N 
Por tanto tenemos fa conmutatividad del diagrama 
MØN 
f 01 f 01 
nr 
18 
Esto es tenemos (j@ 
'N )(1M e ) = [ g = ( i,, e g)(f  0 1) y las siguientes 
propiedades 
(R+f2)@ g= f1 @g+f2 g 
f  (St  + 92) = f 09  + f  92 
Para[12 M—'M 
	 912 N—tN 
Definición 21 
Si A es un anillo entonces un A - módulo a derecha M es plano si M ®A  es un funtor 
exacto esto es Para cada sucesion exacta corta 
0 -. N 
de A - módulos a izquierda, se tiene que 
O—* M®AN 
—MØA P —*MØAN —0 
es una sucesion exacta de grupos abelianos 
19 
Consecuencia 
Si un A —modulo M es plano entonces con cada monomoríismo N 	 N entre 
A —modulos podemos definir un monomorfismo M ®JV 	 M®N de 
71 —módulos Tal como se describe en la pagina 17 
El resultado siguiente se conoce como el Teorema Chino de los restos 
Teorema 22 
Sean ly j  ideales de un anillo A Si ¡+1 = A entonces ¡ n  = 11 y  tenemos un 
isomorfismo de anillos 0 	
-() x () 	 0([x],
1) = ([x], [X] j ) 
El resultado siguiente nos muestra que HomA(— N) y HOmA(M -) son funtores 
exactos contravariante y covariante respectivamente 
Teorema 23 
u u 
i) 	 M -* M - M - O una sucesion de A modulos y homomorfismos 	 Entonces 
la sucesion es exacta si y solo si para todo A módulo N 	 la sucesion 
9 	 U 
0 -, Hom(M N) -, Hom(M N) -, Hom(M N) -, 0 es exacta 
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II) 	 Sea O -' N' - N N una sucesion de A modulos y homomorfismos 
Entonces la sucesion es exacta si y solo si para todo A modulo M la sucesion 
U 
O -, Hom(M N ) - Hom(M N) -* Hom(M N ) es exacta 
Demostración 
i) Tenemos que ¡mu = Kerv y que y es suryectivo y tomemos feHomA(M -* N) y 
[y = O entonces f se anula en ¡mv pues y es suryectivo as¡ f = O lo que muestra quei 
es tnyectivo As' 120 = (i&) entonces 120(f) = (t)(f) 
Para XEM tenemos vu(x) = (y u)(x) = O por hipótesis As¡ ¡mO c Kerú (*) 
Tomemos h e Kerú h = O pues ¡mu = Kerv Asi It = ço,r donde it es la proyección 
canonica ,r M - M/kerv M (teorema de factorizacion) 
As¡ h slmir= ¡mO por lo tanto h eKerfl simO(**) 
De * y ** se tiene que Kerú = ¡mO Por lo que concluimos que la sucesión es exacta 
Reciprocamente sea N = M /Imv entonces tenemos 0(f) = O f = O As¡ O es 
inyectivo y la proyeccion canónica 2r M - N es nula pues ¡mv = M as¡ y es 
suryectivo Ademas 120 = (&) = O por la sucesion de los homomorfismos 
entonces y u = tít Por tanto ¡mu c Kerv (a) 
21 
Tomando ir M -, N la proyeccion canonica y N = MAmu tenemos ú(ir) = ,ru = O 
Por el teorema de factorizacion se tiene que existe algun modismo f M 	 -. N 	 tal 
que r= 13(f) = f v 
As¡ que Kerv c Kent = ¡mu (cia) 
De ay a(x se tiene Kerv = ¡mu Lo que se quena mostrar 
uu  u) Asumamos que 0 -. N - N N es exacta Supongamos que fi fz E !-IomA(M N) 
y ü() = ü(f) entonces por hipotesis u es una transformacion inyectiva, as¡ f1 = [2 
Por tanto ü es inyectiva con la imagen 	 Esto es 
¡mO ={a e HomA(M N) / Ima (r Imu} 	 Pues ¡mu = Kerv obtenemos que 
va= wøf=° 	 Pero 13= vü pues O=ua=vØf=vØ Por tanto lmü _cKerl3 
Por otro lado sea fi M -, N y fi eKer 13 esto es vn = O 	 Entonces 
¡mfi c Kerv = ¡mu as¡ obtenemos Keri3 = ¡mO 
fi 
Inversamente sea la sucesión O -' Hom(M 1V ) -. Hom(M N) -' Hom(M N ) es 
exacta 	 Tomando 	 M = Ker u 	 vemos 	 que 	 la 	 transformación 
Hom(Keru N') -. Horn(Keru N ) es inyectiva As¡ fe Hom(Ker u N) esta 
embebido Ker u en 1V entonces uf = O y  = O Ademas Keru = O y u es inyectiva 
Ahora sea  =1V entonces ulM=ú(1M)EImü=keri3 Asivu=f3u=O y 
¡mu c Kerv 
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Finalmente tomando M = It'en.' y denotando por o el embebimiento de M en N 
obtenemos 	 O(o) = va= O 	 As¡ 	 CE Keri3 = Imü 	 ademas 
u 	 i 
o= u O 	 ICen, = ¡mcc ¡mu 	 Por tanto lasucesion o-' N -'N -'N 
es exacta 
LEMA DE LA BASE DUAL 24 
Sea P un A —modulo a derecha y P = Hom(P A) La igualdad (rf)(a) = rf(a) 
donde TEA f E P ya e  muestra que P es un A —modulo a izquierda al cual se le 
llama el Dual de P 
Lema 25 
Un A —modulo P a derecha es proyectivo si y sólo si existe una familia de elementos 
(a, 1 ci) c P y funciones lineales [/ z ei} c P tales que para cualquier acP 
f, (a) = 0 para casi todo z €1 yademas a =.E1 a1! (a) 
23 
Demostracion 
Supongamos que P es proyectivo y (a1 t ci) es un conjunto de generadores para P 
Tenemos un modulo libre F con base (b1 i ¿E 1) y un epimorfismo p F -, P tal que 
p (b1 ) = a1 	 Como P es proyectivo tenemos un homomorfismo p P -, F tal que 
pp = 1p 	 Por cuanto (b,} es una base para F cualquier 8 podemos escribirla como 
suma b11 fi + b12 r + + b, r 	 donde los Tm E A 	 También podemos escribir 
a = L b,r, donde solo un numero finito de r son ceros y la suma tomada sobre los ¿n 
para el cual re ,, * O 	 Por cuanto b, forma una base los i son unicaniente 
determinados por a 	 Asi tenemos la transformacion S a -. r, y en particular para a 
tenemos B,(a) = O para casi todos los t 	 Esto es inmediato de la definición de 
81 e F = horn(F A) 	 Entonces ft = Btp E P y para cualquier a E P se tiene 
que j (a) = B (p (a)) = O para un conjunto finito de t 	 Si a E P tenemos 
p (a) = b e F y b = b,B, (b) 
	 Por cuanto a, = p(b1 ) tenemos 
a =pp (a) = p(b)= Xpb1B1 (b) = p(b1 )B1(b) = Ea, B,(b)= a1 81 p (a) = 
Ea f (a) 
Inversamente Asumimos que para un modulo P tenemos (a,) y {L} 	 Sea F un módulo 
libre con base {b,} y sea p el homomorfismo de Fa P tal que p(b,) = a, 	 Para cada t 
tenemos el homomorfismo a ' b, £(a) de P en F Para cada a 	 f, (a) = O para 
casi todos los t 	 tenemos un homomorfismo p' P -, F tal que p (a) = Xb1 j(a) 
Entonces pp (a) = Ep(b1 )f,(a) = Ea1 /(a) = a 	 Asi pp = 1, también tenemos 
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que la sucesion exacta o -P !9 p 	 —* 0 	 se descompone Entonces P es 
sumando directo de E y as¡ P es proyectivo 
Definición 26 
Definamos la proyeccion natural 
ir P -iP donde 	 = HomA(HomA(P A) A) 
a -* ir(a) HornA(P A) -' A es decir (ir(a))(f) = f(a) 
Corolario 25 
Para cualquier A — modulo a derecha P que sea proyectivo la transformacion natural 
it de P a P es inyectiva 
Demostración 
En efecto sea a E kerir entonces ir(a) = O 
	 En consecuencia, para cada f en 
HomA(P A) (r(a))(f) = O esto es [(a) = O 	 Por el lema de la base dual tenemos 
a = L€, a1/(a) con casi todas salvo una cantidad finita, /(a) = O 
Asi pues f(a) = f(Z1€,a1f1(a)) = LE,f(a3Ii(a) de donde f, (a) = O para cada 
z E 1 luego a = 0 En conclusion kenr = (0) 
25 
Criterio de Baer 26 
Un A - modulo P es unyectivo si y solo si para toda A transformacion f ¡ --> P donde 
¡ es un ideal en A puede extenderse a todo el anillo A 
it 
0 	 -J 	 A 
Demostración 
Puesto que todo ideal ¡ es un submódulo de A la existencia de una extension y de f es 
un caso especial de la definicion de inyectividad de P 
Reciprocamente supongamos que tenemos el diagrama 
0 	 It! 
donde C es un submódulo de 8 
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Supongamos que i es la unclusion A continuacion haremos una aplicacion del lema de 
Zorn Con mas precision sea X el conjunto de todos los pares ordenados (C g ) donde 
C Ç  C ç  fi y y C -* Pse extiende  f esto esg 1  =f Note que  * øporque 
(C [) c X Ordenamos parcialmente a X como sigue 	 (C g) :5 (C y ) 
en el sentido de C C C y y extiende ay Por el lema de Zorn existe un maximal 
(C0 
 Yo)  en X 	 Si Co = fi terminamos 	 Si existiera algun elemento b E fi con 
b e Co procedemos de la siguiente manera 
Definamos I=(rEA r  E C0 ) 	 Es fácil ver que ¡ es un ideal de A 
Definamos h 1—. Ppor h(r)=g0 (rb) 
Por hipotesis existe una transformacion h A -, P extensión de h 
Definimos C1 =C0 +(b) y Pi C1 — P por g1(c0 + rb)=90 (c0 )+rh (1) 
donde c0 cC0 y r E A 	 Mostraremos que Pi  esta bien definida Si c0 + rb = c0 + 
r  entonces (r — r )b —c0 —c0 cC0 tenemos que r — r e  Ademas g0((r-
r ) b) y It (r - r ) estan definidas y tenemos 
g0 
 (co — co) =go((r—r)b)=h(r—r)=h (r—r)=(r—r) It (1) 
As¡ y0(c0 ) - g0(c0 ) = (r)h (1)— r h (1) y g0 (c0 ) + r It (1) = q0 (co )+ r h (1) 
como se deseaba 	 Claramente g1(c0 ) = y0(c0 ) para todo c0 ECO tambien la 
transformacion 91 es una extension de Yo 	 Concluimos que (Co 
 Yo) < CC Pi) 
contradice la maximahdad de (Co 
 Yo) 	 Por tanto Co = fi la transformacion Yo  es un 
levantamiento de f y P es unyectivo 
Capítulo Segundo 
Módulos Planos 
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2 1 PROPIEDADES DE MODIJLOS PROYECTIVOS 
Proposicion 2 1 1 
M es finitamente generado como A modulo si y sólo si es isomorfo a un modulo 
cociente de A para algun entero n > O 
Demostracion 
=) 	 Sea x1  x2 x generadores de M 	 Definimos q A" -, M por 
(p(a1 a2 	 a11 ) = x1a1 + x2 a2 + + xa11 	 Es un homomorfismo suryectivo entre 
A - modulos y por el teorema de factorizacion se tiene que q es un homomorfismo en 
M como A - modulo y además M A11 /Ker(p 
4=) Tenemos un homomorfismo q de A" en M como A modulo Consideremos los 
vectores e1 = (O O 100 O) el uno se encuentra en el ¿ esimo lugar 	 entonces 
(e1 / (1 :5 ¿ 5 n)} genera a A" De lo anterior se concluye que q( e1 ) genera a M 
Corolario 2 1 2 
Sea M finitamente generado como A módulo y sea j  un ideal de A tal que JM = M 
Entonces existe x en el anillo A tal que x e lrnod J tal que x M = 0 
Demostracton 
Tomemos Ø = ¡(identidad) en el resultado de (5) de los preliminares Y 
	 obtenemos 
x = 1 + a1 
 + + a,, donde las a,se anulan en ¡ as¡ tenemos que existe x lmod 
Si multiplicamos a x por M tenemos que x M E Mmod J M entonces tenemos x M = O 
Corolario 2 1 3 
xe9t <=> 1 —xy es invertible en A para todo ycA 
Demostración 
Supongamos que 1 - xy no es unitario Entonces pertenece a algun ideal maximal ni 
pero xe9l Ç m asi xycmyademas 1 E m lo cual es absurdo 
Reciprocamente supongamos x e ni para algun ideal maximal ni 	 Entonces ni y x 
generan el ideal (1) de donde u +xy = 1 para algun u E ni y algun y EA 	 As¡ 
u = 1 - xy E ni y por lo tanto no es invertible 
Proposición 2 14 Lema de Nakayama 
Sea M un modulo finitamente generado y J un ideal de A contenido en el radical de 
Jacobson 91 de A Entonces 1 M = M implica M = 0 
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Demostracion 
Supongamos que M * O y sea u1 	 u,, un conjunto minimal de generadores de M 
Entonces u,, E J M de lo cual tiene una ecuacion de la forma 
Un  = au1 + + a,,u con a1 el 
As¡ (1—a)u,,= a1u1 + 	 + a_1u,,_1  
Como que a,, e 91 se tiene que por 1 - a,, es invertible en A por 2 1 3 
As¡ pues u, = (1 - a,,)' (a1u1 + 	 + a_1u,1 _1 ) 
Por lo tanto u,, pertenece a un submodulo de M generado por u 
contradice el caracter minimal del conjunto generador inicial 
u_i lo cual 
Corolario 2 ¡ 5 
Sea M finitamente generado como A modulo N un submódulo de M ¡ cW un ideal 
Entonces M = IM + N implica que M = N 
Demostracion 
Aplicando el lema deNakayamaaM/N =(IM+ N)/N 	 Por tanto M=N 
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Proposicion 2 1 6 
Consideremos la siguiente sucesion A —Modulos y homomorfismos 
M 	 > N 	 )M/mM 
Y un conjunto de n elementos de M cuyas imágenes estan en M /m M forman una 
base de este espacio vectorial Entonces los x1 generan a M 
Demostracion 
Sea N el submodulo de M generado por los x1 Entonces la composicion de ¡as 
transformaciones de N -* M -, M /m M la transformacion de N en M/m M Ya que 
N + mM = M tenemos que N = M 
Proposicion 2 1 7 
Sea 
u 
: c : :: :: 
un diagrama conmutativo de A modulos y homomorfismos con las filas exactas 
Entonces existe una sucesión exacta 
ü 	 O 	 ci 	 0 	 u 
O —* Ker (f) -, Ker (f) --> Ker (f )-, Coker(f )—* Coker(f)—. Coker(f ) —'O 
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en la que ü ir son restricciones de u u y 	 ui 17 son inducidas por u u 
respectivamente y el homomorfismo d esta definido de la si&,uiente manera 	 Si 
x e Ker (f ) tenemos x =v(x) para algun XEM y v(f(x))=f (v(x))0 
Asif(x)e Ker(v) = /m (u) tal que f(x)= u (y ) para algun yeN Entonces 
d (x ) está definido como la imagen de y en Coker (f') 
Proposición 2 1 8 
Dado un A módulo 51 existe un modulo libre F y un epimorfismo 	 f F -. 51 Si M 
puede ser generado por ni elementos O ~5 ni < oo entonces F puede escogerse con una 
base de m elementos 
De m o s t rac ion 
Sea [U1 ],, un sistema de generadores de M 	 Sea [y1]15, un sistema de simbolos 
distintos y F el modulo libre generado por [V1 ],5, 	 Consideremos el 
A homomorfismo f E -> M el 	 para el cual f(v1) = u1 	 Por construcción f es 
suryecttva Entonces si 51 es generado por m elementos digamos u1 Um 	 por la 
suryecttvidad de 	 f existen elementos u1 	 vm en E tales que f(v1) = u1 
Tomando en cuenta el resultado de la demostración de la Base Dual podemos afirmar 
que (u1 i'yfl ) es una base para E 
33 
Teorema 2 1 9 
Sea F un A modulo libre p F —,N un A homomorfismo y q M —.N un 
epirnorfismo de A modulos 	 Entonces es posible encontrar un A homomorfismo 
Ø F - M tal que el diagrama siguiente sea conmutativo 
M 
0 
q 
F 
p 
Demostracion 
Sea [U1 ] 16, una base para F entonces p(u1 ) es un elemento de  para cada i Desde 
que q es un epimorfismo podemos encontrar un elemento y, de M tal que 
q (y1) = p(u,) Pero F es libre asi existe un homomorfismo Ø F--> M tal que 
0(u1 ) = 1 Y entonces qq$ (u1 ) = q (y,) = p (u1 ) As¡ qçb 	 y 	 p coinciden en una 
base de F y para todos los elementos de E Luego qØ = p 
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Definición 2 110 
Una sucesion exacta corta 0 -* M N - P - O se descompone si existe una 
transformación j P -' N con pjlp 
Teorema 2 1 II 
Si una sucesión exacta del tipo O -9 M 	 N 	 P -> O 	 se descompone 
entonces N M U P 
Demostracion 
Mostraremos que N = ¿mf $zmg donde j P—*Nsatisface y) = 1,, 
Si b E Nentonces g(b)EP y g(b)eKerg para g(b —jg(b)) = g(b)—.gjg(b) = O 
porque pi = 1,, Por exactitud hay a E  con [(a) = b - jg(b) 
Se tiene que N = ¿mf + zmj 
Solo queda por probar que ¿mf n tmj = (0) 
Si [(a) = x =j(c) entonces g(x) = gf(a) = O porque y! = O 
Mientras g(x) = gj(c) porque pi = 1,, 
Por tanto x=j(c)=0 yasi Ns M U  
El reciproco no es cierto 
Sea A = (a) 	 8 = (b) 	 C = (c) grupos ciclicos de orden 2 4 2 
Si z A - B y definido por ¿(a) = 2b y p fi -' C y definido por p(b) = c entonces 
O -* A fi - C -' O 	 es una sucesión exacta la cual no se descompone 
Pues un ¿ = (2b) no es subgrupo puro de 8 
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Lema 2 112 
Sea A un anillo conmutativo y sea P un A modulo Entonces P es proyectivo si y solo si 
toda sucesion exacta O-* N - N - P-# O se descompone 
Demostracion 
Sea P un  —modulo proyectivo y supongamos que O
-*N -*N -* P--> O 
es una sucesion exacta 
	 Consideremos el siguiente diagrama 
O 	 » N 	 10 N__ 	 ______ 
donde 2r es un epimorfismo 	 Como P es proyectivo existe un homomorfismo 
t P —N tal que r& = 1, y la sucesion se descompone 
) Supongamos que en el diagrama siguiente la fila es exacta 
f N lo 	 N 	 O 
1 
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Seas = ((x y)sN $P f(x) = g(y)) c N®P Note que ses un submodulo lo cual 
empieza con proyeccion P, S -N y P2 S—> P 	 Como [ es suryectiva la 
transformación 	 es suryectiva 	 Luego tenemos el siguiente diagrama 
O 	 ' ker(p2) 	 0 S 	 P 	 lo O P2 
si obtenemos h P—S con P2 h = 1,, 	 Por construccion de 5 tenemos 
f P1 = y° P2 obtenemos ci siguiente diagrama 
f 
N 
Pu 
Ig 
5- P 
Ahora tenemos 	 que P1 ° h P -, N 	 es la transformacion requerida 	 Asi 
f P, 
	
= g°P2 °h = y Por tanto P es proyectivo 
Proposicion 2 113 
Consideremos el diagrama conmutativo siguiente 
_h_ 
N 
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en el cual P es proyectivo y la succsion N ->N -# N es exacta tal que y h = O 
entonces existe un A homomorfismo p P--> N tal que p f = h 
Demostracuon 
	
Sea X=!m(f)=Ker(_q)yq h=O 	 Remplazamos al módulo N por X De 
este modo podemos escribir el diagrama 
w 	 pi 
en la cual N --X -* 0 e exacto 
Por lo tanto como P es proyectivo existe un A homomorfismo ji P -* N tal que 
p [=h 
Corolario 2 114 
Sea 
p 	 L 
N 
___ '1'  
N 
un diagrama conmutativo sobre A en el cual P es proyectivo P -, L - M = O y 
N - N -, N son exactas Entonces existe un homomorfismo P-# N para el cual el 
diagrama 
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L 
1' 	 PH; 
es conmutativo 
Demostracion 
Como N -> N -* N es exacto tenemos que Jrn(p) = Ker(v) = X y 
u f = O tenemos 
Sea  P -, Ly h L -, Xentonces tenemos que la f =gtal que  P-->X como Pes 
proyectivo existe un A homomorfismo q de P -' N tal que p q = y Asi el diagrama 
es conmutativo 
Proposicion 2 ¡ 15 
Si P es un A módulo proyectivo entonces todo epimorfismo M 	 P es directa, es decir 
el nucleo de f es sumando directo de M Ademas toda sucesion exacta corta 
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O —*L -9M —'P —#O 
produce una descomposicion del tipo M = L ® P 
Demostracion 
Como P es proyectivo tenemos que existe un A homomorfismo P-->M tal que 
P M P es la transformacion identidad por tanto M --> P es directo As¡ pues la sucesión 
es exacta y O —e L - M - P --> O se descompone 
Proposición 2 1 16 
	
a0 a,+ 	 a Sea O -, -. - 	 -, M, - M1+1 -, -'Mn  -, O 	 una sucesion 
exacta de A niodulos en la cual todos los modulos M1 y el nucleo de todos los 
homomorfismos pertenecen a la categoria C 	 Entonces para 
	 cualquier 
funcion aditiva 1 en C tenemos Er(-1y  2(M,) = O 
Demostracion 
Por exactitud de la sucesion dada en la posicion j - esuna 	 podemos construir las 
sucesiones exactas cortas 
	 O -, Nj L M1 M+i -' O (N = 	 = O) 	 donde 
N1 	 son los nucleos de a3 _1  ya1  respectivamente 	 Entonces por el 
resultado 2 1 15 se tiene que de M1 	 NJ ® N +1 	 y siendo 2 
	 una función 
aditiva tendremos que 
	 2(M1) = 1(M) + A(f5) 	 Sustituyendo esta ultima 
igualdad en la sumatoria de los 2(M1) obtenemos 
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= —(2(N1) + 2(N 2)) + (2(N2) + 1(N3)) - (1(N3) + 2(N4)) + + 
(-1)'
-1(2(N_1) + 1(N)) + (-1)"(1(N) + l(N 41) 
se produce la cancelacion deseada 
Propostcion2 117 
Toda suma directa de A módulos proyectivos es proyectivo 
Demostracion 
Sea P= M®Nysea 
__•0 
el diagrama en el cual la fila inferior es exacta Tomando P-->M y M—P la 
transformación canonica asociada con la descomposicion directa, podemos encontrar un 
A homomorfismo P—.'B tal que PBC = PC 
Mi MB = MPB entonces MBC = MPBC = MC 	 Por tanto M es A proyectivo 
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Teorema 2 1 18 
Una suma directa P = ®affi "a de A modulos proyectivos es proyectivo si y solo si cada 
P1 es A proyectivo 
Demostración 
) Sea P = 	 P,, Para cualquier así hay una transformacion canonica ,, ° 
Sea P un módulo proyectivo y supongamos que para algunos as ¡ tenemos un 
homomorfismo Wa 	 - N 	 Consideramos el siguiente diagrama conmutativo 
con la Fila M - N - O exacta donde fa = 11a2 	 Como P es proyectivo tenemos un 
homomorfismo ha  P—.'.M tal que fa = ir ha Sea iÇ = ht a como 
Irala = lP øha 
 = øhata = fa'a = Wa x'a = Vía 
As¡ P
. 
es proyectivo 
Reciprocamente supongamos que cada uno de los módulos P. es proyectivo y 
consideramos el diagrama 
M PO 
P i 
 
IP 
lo 	 0 
hP -4M tal que W0=  Øh, 
M 
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con la fila M - N - O exacta Para cualquier ael se define el homomorfismo 
w, P. -->N por çua = q't 	 Desde que P. es proyectivo existe un homomorfismo 
Entonces podemos definir h P-->M por h (p) = XaEI ha  n (p) para cualquier p E P Se 
demostrara que w= Øh 
Como )a€j lba r0(p) = P para cualquier p E P tenemos 
> 'a2(P) = 1wtara(p) = WX L a7Ta(P) = 
ccl 	 Gel 	 aci 
De otra forma 
çt'(p) = )L' Wa'a (p) = øh7r. (p) = Oh (p) 	 Por lo tanto P es proyectivo 
Teorema 2 119 
Un A módulo P es proyectivo si y solo si HomA(P .) es un functor exacto 
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Demostracion 
Sea P un modulo proyectivo y consideremos la sucesion exacta de A modulos 
P 
L ip   ___ 
o 'o 
y los homomorfismos indicados en la siguiente sucesión la cual verificaremos que es 
exacta 
o -' HomA(P M1) 	 0 HoinA(P M) 	 HomA(P !s12 ) 	 0 o 
Por definicion Rs) = v'g para cualquier y E HoinA (P M) 	 Como P es 
proyectivo para cualquier homomorfismo f E HomA(P M2 ) entonces existe 
9E HomA(P M) tal que  = çug =2g esto es Ø es un epimorfismo y as¡ et 
functor HomA(P.) es exacto 
Reciprocamente supongamos que lIOrnA (P *) es un functor exacto 
Sea çó- M - N un epimorfismo y r P - N un homomorfismo arbitrario 
Consideremos el siguiente diagrama 
p 
O _ker4i__-w.M 	 N 	 'o 
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Ya que J-IomA(P.) exacto se tiene que Ø HomA(P M)--> HomA(P N) es un 
epimorfismo Ademas existe h E HomA(P M)tal que 	 = Ø h 
 w= «Vi 	 Esto es 
P es proyectivo 
Teorema 2 1 20 
Todo modulo libre F es proyectivo 
Demostración 
Sea F un A modulo libre con base If e F LE!) esto es cualquier elemento  E E 
puede escribirse como suma finita de forma unica f = Ei E! J a1con a, E A 
Consideremos el diagrama 
F 
191 
M N 	 'o 
con fila exacta Denotemos y('f) = nc EN Por cuanto Ø es un epimorfismo entonces 
existen elementos m1 cM tal que «m1) = it 1  
Definamos la transformacion h F—M por h (f) = h (2:,,, f, a1 ) = L€,m1a 
La transformacion de h está bien definida puesto que cualquier elemento f E  
se puede escribir de esta forma Dado que h es un homomorfismo As¡ Vi=  Øh 	 Por lo 
tanto E es proyectivo 
El reciproco del teorema anterior no es cierto 
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Contraejemplo 
lflhItA 
Por el teorema chino de los restos P = 71/2 71 e 71/3 71 como 71 modulos Tambien 
71/2 71 es proyectivo como A modulo pero no es libre (demasiado pecueno) 
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la definicion de A módulo 
proyectivo 
Si existe una sucesion exacta corta O -+ M -> P -, M -> O con P proyectivo entonces 
M es proyectivo sobre si mismo 
Teorema  121 
Un A modulo es A proyectivo si y sólo si es suma directa de A - modutos libres 
Demostracion 
Sea P un módulo proyectivo todo modulo es cociente de un modulo libre Entonces 
existe un A módulo libre F conjuntamente con epimoríismof F—.P 	 Y la 
sucesion exacta O -, kery -. F 	 p -. o 
El teorema 2 1 12 muestra que P es sumando directo de E 	 El nucleo de este 
epimorfismo es sumando directo de E 
Para el reciproco tenemos 
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Supongamos que P es sumando directo del modulo libre E y las transformaciones 
q E -t P y j P -, E con qj = 1,, Podemos considerar el siguiente diagrama 
q 
F IP 
J 
h f 
8 0 C  
1' 
donde P es suryectivo 1 a transforniacion fq es la aplicación E -, C ya que E es 
libre así es proyectivo y obtenemos la aplicacion h 	 E -+ B con ph = [q Ademas 
gP —'8 por g=hj Por lo tanto tenemos pg=phj=fi p =f As¡ Pes 
proyectivo 
Proposicion 2 1 22 
Sea O - M 	 N A P - O (*) una sucesión exacta de A modulos y 
homomorfismos y sea Q cualquier A modulo Entonces la sucesion 
¡01  
Sea O — 	
9 01 
'M&Q -' N@Q -+ P @Q -* O (*) 
donde 1 denota la transformación identidad sobre Q) es exacta 
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Demostracuon 
Denotemos con E la sucesion (*) y sea E@Q la sucesion(**) Sea 4 cualquier A modulo 
Ya que (*) es exacto la sucesion Horn(E Hom(Q A)) es exacto por 23 de la primera 
seccuon Por lo tanto tenemos que 
Horn(N@Q A)a'Hom(N Hoin(Q A)) 
La sucesion Hom(E@Q A)es exacta Por 23 otra vez se sigue que E@Q es exacta 
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22 RELACION EN ERE MODULOS PROYECTIVOS Y SUCESIONES EXACTAS 
CORTAS Y SUMA DIRECTA 
Proposicion 22 1 
Las siguientes propiedades de un A - módulo P son equivalentes (****) 
1) P es proyectivo 
2)  Cualquier sucesion corta exacta O -, M -, N -' P - 	 O se descompone 
3)  P es un sumando directo 	 de un módulo libre ( esto es existe un modulo libre E 
isomorfo a P®P para algun P) 
Demostracion 
l=2) 
Sea O -* M 	 N 	 P -* O una sucesion exacta y consideremos el 
diagrama p 
T 
Por hipótesis podemos encontrar esto con y P-->N obtenemos el diagrama conmutativo 
Entonces gg = 1,, de donde se concluye que la sucesión exacta dada se descompone 
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2 => 3) 
Toda vez que cualquier modulo es una imagen de homomorfismos de un modulo libre 
tenemos una sucesion corta exacta O -> P 	 E 	 P -* O donde E es un 
modulo 	 libre 	 Si 	 P 	 satisface 	 la 	 propiedad 	 (2) 	 entonces 
O —*P - E 	 P - O se descompone y as¡ FaPOP 
3 = 
Son 	 dados 	 que 	 existe 	 una 	 sucesion 	 exacta 	 descompuesta 
O —P 	 F - 	 P -* O con F libre 
Ahora supongamos que tenemos el diagrama 
M 
Combinando los dos diagramas tenemos 
<--------- 
o 	 0 p 	 F 	
p 	 lo 1' 	 01 0 
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Donde pi = 1, Como E es libre E es proyectivo por teorema 2 1 20 Podemos 
encontrar en y E -, M para obtener fp = qg Entonces f = f1, = fpt = qgt y 
gi P—'M 
M n N 
q 
hace el diagrama conmutativo Por lo tanto P es proyectivo 
si 
23 MODULOS PLANOS 
Propiedad 2 3 1 
Sea 0 R - 5 un homomorfismo de anillos en el cual 5 es visto como un A modulo a 
izquierda Si PR es A plano entonces el 5 modulo a derecha P = P05 es 5 plano 
Demostracion 
Sea Ø 1? -' 5 una inyeccion 	 Tenemos que demostrar que 1' 05 A —*1' 05 8 es una 
inyección de grupos abelianos 
Ahora P 05 A = (PORS)@SA puede ser identificado por PORA (donde A es visto 
como A módulo a izquierda vn Ø y similarmenteP 08 podemos identificarlo como 
0R8 	 Por cuanto P es A plano 	 POR A —.P05 8 es inyectiva 	 Por tanto 
PG5 B es plano 
Lema 2 3 2 
Para un módulo a izquierda M AM es plano si y solo si MA es inyectivo 
Demostracion 
a 
Sea O —>DA -' 84 una sucesion exacta Ahora formamos la sucesion 
a&1 
1) O—D@M —*BØM 
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a&1 
2)B@M —)D&M —*0 
3) HomA(8 MA)HOm(D MA)—)O con C = O 
Basandonos en resultados preliminares (teorema de sucesiones exactas 23 del primer 
capitulo) podemos afirmar lo siguiente 
(1) Es exacto si y sólo si (2) es exacto 
(2) Es exacto si y solo si (3) lo es 
(3) M es inyectivo si y sólo si (1) es exacto 
De manera similar se demuestra el reciproco del teorema 
Corolario 2 3 3 
Un A módulo a derecha es B —plano si y solo si 0-#B@AI-9B&A A es exacto para 
todo ideal a izquierda Finitamente generado! 
Demostracion 
SiSes plano entonces la sucesion O—B@A!—J'SØAA es exacta para todo A módulo 
a izquierda! 	 en particular la sucesión es exacta cuando ¡ es un ideal a izquierda 
finitamente generado 
Inversamente Por el lema antenor muestra que todo (no necesanamente finitamente 
generado) ideal a izquierda ¡ es plano Hay una sucesión exacta 
(B@AA) —(B@AI) —,iO 
Que por el isomorfismo adjunto da la exactitud de 
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HomA(A B )—fflomA(I 3 )—O 
Esto nos indica que todas las transformaciones del ideal a izquierda de ¡ a 3 se 
extiende a la transformación R—)B 	 As¡ 8 satisface el criterio de Baer y asi 8 es 
inyectivo Por 2 3 2 8 es plano 
Proposicion 2 3 4 
Si P = e1 í', entonces P es plano si y solo si cada P1 es plano 
La suma directa de un numero finito de modulos planos es plano 
Demostracion 
Como ¡-!omz (EDM, 	 = fl fforn(MI S'z) tenemos que e M 1 es plano si y 
solo si flM1  es inyectivo si y sólo si para todo ¿el M1 es inyectivo si y  solo si M1 es 
plano 
Corolario 2 3 5 
Todo módulo proyectivo es plano 
Demostración 
Sea P un módulo proyectivo Entonces P es sumando directo de algun modulo libre F 
Como A es plano sobre si mismo y todo módulo libre E es A plano P siendo un 
sumando directo de un modulo plano resulta ser plano por 2 3 4 
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Corolario 2 3 6 
Los modulos libres son planos 
Demostracion 
Es inmediato Por  120 y  por 23 5 
Lema 2 3 7 
Si todo submodulo finitamente generado de un modulo a derecha M esta contenido en un 
submodulo plano entonces M es plano En particular si todo submódulo finitamente 
generado de M es plano entonces M es plano 
Demostracion 
Sea i B—.0 inyectiva una A transformacion entre A modulos a izquierda Si 
UEMØAB se encuentra en Ker(1M0L) entonces u =J:,mGb, donde meM y 
bJ c8Y(1M0t)(u)=> l mJ &tb,=0enMØAC 
Sabemos que M&RCa FIS donde F es grupo abeliano libre con base M x 8 es el 
subgrupo generado por todos los elementos en F de la forma 
(ni b + b ) - (ni b) - (m b) 
(m+m b) — (m b) — (m b) 
(mr b) - (m rb) 
Sea  el submodulo de M generado por m1 	 m juntos con la primera coordenada 
en fil exhibiendo ,(m1  tas ) en E como una combinacion lineal de elementos en 5 
Por supuesto N es un submodulo finitamente generado de M Por hipotesis H es un 
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submodulo plano 	 de M conteniendo a N Consideramos los elementos 
y = Em1 0b1 c H 0,1B si 	 1 	 H—.M es la 	 función 	 inclusion entonces 
(1 & 18)(v) = u 	 Ahora y se encuentra en Ker(111 &t) puesto que 
(1M0 i)(u) = O estan todaviaen HQAC 
1M0 ¿ 
MOAB 	 , MOAC 
1018 
HØAB 	 0 H@AC 
11,01 
As (111&t)(v) = O puesto que H es plano tenemos y = O en HOAB As¡ u = 
(101B)(v) = O Por lo tanto 1M0  es inyectiva, y Mes plano 
Lema 2 3 8 
Sea A un anillo arbitrario las proposiciones siguientes son equivalentes 
i) 
	
	 A es plano como A módulo a derecha y tambien como A modulo a 
izquierda 
u) 
	
	
Una suma directa e1 M3 de A modulos a derecha es plano si y solo si cada 
U, es plano 
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¡ti) 	 Todo A modulo a derecha que sea proyectivo es plano 
Demostracion 
i) 	 Considerando el diagrama conmutativo 
B 
A@A B 	 j A@JIC 
1A ® 
Donde  B -*Cesunainyeccion a b—.1@b y r c—.1&c 	 Ahora 
ay r son isomorfos y 'A 0 1 = r ¿ 	 es una inyeccion 	 Por lo tanto A es 
plano sobre si mismo 
u) 	 Cualquier familia de A transformaciones (/5 U ->V)j podemos reunir estas 
A transformaciones 0 (Di u-,sv donde Ø (ui) .- (h(uj)) ' 
revisar que Ø es una tnyeccion si y solo si fj es una inyeccuon 
Sea t 8 -* C una inyección 	 Este es el diagrama conmutativo 
le ¿ 
«Di MI) @AR 	 0I(®I  MI ) ®AC 
11' 	 'i' 
01(Mj OA C) 
0 
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Donde Ø (m Øb) .-' (m1@z b) donde¡ es la transformacion identidad en 
y donde las transformaciones hacia abajo son isomorfismos 
	 Sabemos que 1 ø t es 
inyectivo si y solo si cada lm øz es inyectivo esto dice que ®M es plano si y 
solo si cada M es plano 
iii) 	 Un A modulo a derecha libre es suma directa de copias de A debe ser 
plano por (i) pero un modulo es proyectivo si y solo si es suma directa de 
módulos libres de modo que se muestra que los módulos proyectivos son 
planos 
Corolario 2 3 9 
Supongamos que el diagrama 
ti 
al 
IT 
1' 
b4 
ci 
, 
Es conmutativo y las dos filas son exactas entonces 
i) 	 Si u ay c son inyectivas bes inyectiva 
II) 	 Si y ay c son suryect;vas bes suryectiva 
Demostracion 
Por hipotesis tenemos Ker(a) = O y Ker(c) = O por proposicion anterior 
tenemos 
0-9Ker(a)--9Ker(b)—)Xer(c)—)0 pues la sucesion es exacta Entonces Ker(b) = O y 
b es rnyecttva. 
u) 	 Como 	 la 	 sucesión 	 es 	 exacta 	 y 	 tenemos 
O - Coker(c) - Coker(b) -* Coker(a) - 	 O además ay c son 
suryectivas se tiene Coker(b) = O y b suryectiva 
Corolario 2 3 lO 
Supongase que el diagrama 
u 1' 
al 
 
1,:  
es conmutativo y las dos filas son exactas entonces 
Si b es inyecnvo y si ay y son suryectivos entonces ces inyectivo 
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u) 	 Si b es suryectivo y si c y u son inyectivas entonces a es suryectiva 
Demostracion 
i) 	 Consideremos el diagrama 
w 	 1J 
U(A) 	 8 	 —r C 
al _________ 	 _________ 
c1
U(A) 	 8 	 - c 
w 	 1 
Donde a es la transformacion con la misma gráfica como la restriccion de b a U(A) y 
w y w son inyecciones canónicas entonces el diagrama es conmutativo y las filas son 
exactas 	 Ademas w es inyectiva y por hipotesis y es suryectiva entonces tenemos la 
sucesion exacta 
O = Ker(b )—Ker(c)—pCoker(a) = O ya que que bes inyectiva y a es suryectiva 
por consiguiente Ker(c) = O as¡ c es inyectiva 
u) 	 Consideremos el diagrama 
U 	 W 
A 	 i 5 	 , u(S) 
b 4, 
___ 
 
A 	 B 	 U(S) 
w 
W 
1, 
donde c es la transformación con la misma grafica con la restriccion de ca u(B) donde 
w y w tienen la misma graíica de uy u b suryectiva este diagrama es conmutativo y 
las filas son exactas Ademas w es suryectiva y por hipotesis u es inyectiva luego 
tenemos la sucesion exacta 
d 
O = Ker(c ) -, Coker(a)—Coker(b) = O 	 ya que b es suryectiva y c es inyectiva 
Por consiguiente Coker(a) = O y a es suryectiva 
Proposición 2 3 1 
Sea E un A módulo a derecha 	 Las proposiciones siguientes son equivalentes 
a) E es plano 
b) Para cada sucesion exacta de A modulos a derecha de la forma 
0GLHE-0 	 (1) 
y para cada A módulo Fa izquierda, la sucesion 
vol 	 w@1 0—.Ge4F 
-' H@, F -' E 0A F--> O es exacta (2) 
c) Existe una sucesion exacta del tipo (1) donde ¡-1 es plano tal que la sucesion (2) 
es exacta para cada A modulo a izquierda F de la forma As /o donde oes un ideal a 
izquierda finitamente generado de A 
Demostracion 
El A modulo a izquierda F es isomorfo a un cociente de un modulo libre es decir 
tenemos la sucesion exacta 0 
-, 1? L -P> F ~ 0 donde Les libre 
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Consideremos el diagrama 
ve' 60/? 	 110/? 
	
w o 1, E0/? 
iøij, 	 iøij 
	
11 01 
GOL 	 vol 	 HOL 	 W&1 , EØL 	 (3) 
1 
loja 
GOF 	 VØ 1F b HOP W04 	 E®F 
	
Se sigue que el diagrama es conmutativo 	 y que las filas y columnas son exactas 
ademas como 1G Op y 1H0P  son suryectivas tenemos 
G OF = Coker(1G ØI) 
H OF = Coker (1H@z) 
W 01L es suryectiva finalmente como L es libre y por consiguiente plano y Oh. es 
inyectivo 
Tomando en cuenta la sucesión 
d 	 VOIF Ker GH  Ot) —# Ker(1Oz) —'GOF 	 LHOF(4) 
Por tanto E es plano lgOL es inyeetiva, es decir Ker (lE O t) = O además (4) 
muestra que y 01,, es inyectiva y la sucesion (2) es exacta 
b => c) 
Es evidente pues E es plano la sucesión de los productos tensoriales de la fila inferior es 
exacta por tanto w 0 lF es suryectiva por tanto 11 es piano 
c => a) 
ve' Ga 	 íI&a W@ 1 a 
'cG! 
10 
GØAS 	 HAS  wel 
1c0P 
¡ 
GOA, /a 	 V&IF 
 
w 0  EØ Aja 
(4) 
Consideremos el diagrama (3) en el caso de 1? = a L = A5 F = A5 ¡a Por la exactitud 
de la fila inferior del diagrama (4) y  la inyectividad de y 0  lF 	 se deduce que 
¡ni (d) = O 
Por otra parte como Hes plano tenemos que el Ker(111 @i) = O esto es que 1E01  es 
inyectiva, luego por proposición anterior E es plano 
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Proposicion 2 3 12 
17 	 W 
Sea O -* E -. E -, E -, O una sucesion exacta de A modulos a derecha 
Supongamos E es plano 	 Entonces para que E sea plano es necesario y suficiente 
que E sea plano 
Demostracion 
Sea u F -, F una iriyeccion de homomorfismos de modulos a izquierda 
Consideremos el diagrania 
ve 1 	
EØF 
fr 
iesuj 	 iøuj 
E&F 	 E@F 
fr 
ve' 
es conmutativo y las filas son exactas 
	
Puesto que E es plano 
'E  @u es inyectiva, 
la propiedad anterior prueba que y & i, 	 y vOlF  son inyectivas si E es plano 
1E @u es inyectiva se tiene que 
(1E& u) o  (y el,,) = (vØ i) (1E & u) obtenemos que 'E & u es inyectiva y 
E es plano 
Reciprocamente 
Si E es plano (E & u) es inyectiva entonces tenemos que 1E-  es inyectiva y  
es plano 
Capitulo tercero 
Equivalencias entre Modulos libres Modulos proyectivos y módulos planos 
65 
3 1 Modulos planos sobre Anillos Noelheriano 
Definicion 3 1 1 
Un A modulo se dice A Noetheriano si cada submodulo de M puede ser generado por un 
finito numero de elementos 
Definicion 3 1 2 
Un A módulo M se dice que satisface la condicion de cadena ascendente para submódulos 
si cuando para cada sucesión creciente infinita de submodu los 
N1 ÇN2 ÇN3 Ç 
de M entonces existe un entero r tal que N = Nr para todos > r 
Definición 3 13 
Existen anillos que tienen exactamente un ideal maximal por ejemplo los cuerpos 
	 Un 
anillo A con un sólo ideal maximal tu es llamado anillo local El cuerpo A/m se llama el 
cuerpo residual de A y generalmente es denotado mediante el simbolo Am 
Observacion 
Ls imposible definir el producto de dos submodulos pero podemos definir el producto IM 
donde! es el ideal y M un modulo esto es el conjunto de todas las sumas finitas Ea1; 
con a1 El X1 E 	 y es un submódulo de M 
Si N P son submodulos de M definimos (N P) el conjunto de todos los a E A tal que 
aP Ç N esto es un ideal de A 	 En particular (O M) es el conjunto de todos los a E A 
tal que aM = O este ideal es llamado el anulador de M y es denotado por Ann(M) 
En efecto si ¡ Ç Ann(M) => M es un A/! modulo Es decir 
VmEMV2E Afl 	 ím=x ni 
Este producto esta bien definido pues si 
yE2 	 m=í ni 
En efecto y E 2 => y—x E! luego (y—x)m= O pues !CAnn(M) Asi pues 
y ni = x ni esto es j7 m= £ 	 Esto es independiente de la escogencia de x en i 
Puesto que ¡ M = O 
Definicion 3 14 
Sea M un A modulo definimos un complejo sobre M como una secuencia de modulos y 
homomorfismos C = (C, dl j flEN junto con un homomorfismo E CO -t M llamado un 
aumento tal que S1 = 0 	 Mi tenemos la sucesión de homomorfismos 
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a 	 d, 	 e 
-.0--'C, 1-' -.C1 -'C0 --.M-*O (1) 
Donde el producto de cualquier par de homomorfismos sucesivos es O El complejo C E 
sobre M es llamado una resolucion de M si (1) es exacta 	 Esto es equivalente a H, (C) = 
O para i > O y H0(C) = C0 /d1C1 = C0 /kere M Un complejo C E sobre M es llamado 
proyectivo si cada C es proyectivo 
El fi ésimo functor derivado de M Ø ((4 ®) 	 es denotado por Tor(M -) o 
TorÇ(M 
-) Para obtener el flintor Tor(M N) se escoge una resotucion proyectiva de 
N como sigue 
N C1 - 	 - N -. O y formamos la cadena compleja 	 M&C = {M 0 C,} 
Entonces Tor,1(M N) es el n-esimo grupo homologico ¡-I(M &C ) 	 Por 
deíinicion Tor0(M N) = (M 000 ) /tm(M OC1 ) 	 Por cuanto M O es exacto a 
derecha 
MOC1 -'MØC0 ~MON~O es exacta yasi 
@C0 MON 74 =Tor0(MN) 
im(M 0C1) 
El isomorfismo M ON 	 Tor0(M N) y la sucesion larga exacta de homologias implica 
que si 0 -. N -t N -' N - Oes exacta entonces 
-.Tor1(MN)-'Tor1(MN ) -' M ON -. MØN -'MON -'O 
es exacta 
1eorema3 1 5 
Las siguientes condiciones en un modulo a derecha M son equivalentes 
1) Mesplano 
2) Tor(M N) = O para todo n ~ 1 y todos los modulos a izquierda N 
3) Tor1(M N) = O para todo N 
Demostracion 
I=2 
Si M es plano y 	 C, - CO -. IV -' 0 e una resolucion proyectiva de N entonces 
M 0 C, -* Al OCc, -, Al ON - 0 e exacta 	 Por consiguiente Tor,(M 1V) = 
O para cualquier n > 1 
23 Fs claro 
3= *1 
Sea O -+ 1V -, N -. N - O una sucesion exacta Entonces 	 la hipotesis que 
Tor1(M N)=O implica que O —'MON —'M@N---'M@N —'O esexacta Por 
tanto M es plano 
Lema 3 16 
Sea A un anillo local y sea M N finitamente generado como A modulo Si M 0A  N = O 
entonces M=O o N=O 
Demostracion 
Sea ic = A/m Por el lema de Nakayama se tiene que para un modulo M 	 tal que 
M = O si y solo si M /MM 	 = M &AK = O 	 Denotamos 	 los sc —modulos 
M Øic comoM 
Ahora tenemos 
=(MeAK)e,, K@A N 
=(M@AN)K  
Supongamos que M ø N = O Entonces tenemos que 4K 0K NK = O 	 Como estos 
son ic —espacio vectorial se obtiene MK  = O o 	 = O 	 Del lema Nakayama 
tenemos M =0 oN= O 
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1 ema Equivalencias 3 1 7 
Sea A un anillo Noetheriano ni 	 es un ideal maximal y ,c = A/m 	 Sea M un A 
módulo finitamente generado Las siguientes proposiciones son equivalentes 
i) 	 M es libre 
u) 	 M es proyectivo 
iii) Mes plano 
iv) La transformacion natural ni OA M -. A &AM es inyectivo 
y) 	 Tor"1( ic M) = O 
Demostración 
iiiiiu ya está demostrado en el capitulo anterior 
Veremos iii iv 
Si M es plano la inclusion ni - A permanece despues de una inclusion con el producto 
tensorial con M por definición de modulo plano 
iv => y 
Sea la sucesion exacta O -' ni -, A -' K -, 0 Considerando que TorRj = O y que el 
anillo A es proyectivo sobre si mismo obtenemos la siguiente sucesión exacta 
0 =Tor"1(A M) _,TorRl(K  fil)— m&AM -'AØAM -' IC &4M -+0 
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Como la transformacion 
mØAM - A ØAM es inyectiva se tiene que Tor?i( tc M) = O 
Sea 11 X2 	 x elementos de M cuyas imagenes en M/mM forman una ic —base de 
M/mM 	 Los x1 generan a M como A módulo por el lema de Nakayama 
	 Sea F 
un A modulo libre con base e1 	 e y definamos q F 
-, M por 9(e,) = 
Sea E = Kerço 	 Entonces tenemos una sucesión exacta 
O—tE ~F —'M -tú 
obtenemos la siguiente sucesion exacta 
O.TorRl(KM)IK @AIIE -) K@AF 4 KØAM -t O 
Como K 0A y ic &A M 	 tienen la misma dimension sobre ic se tiene que 
1 @ 4) es un isomorfismo y as¡ ic @AE = O Tomando en cuenta que E es finitamente 
generado porque este es un submódulo de F y M noetheriano Por el lema anterior se 
tiene que E = O y asi F M y M es libre 
Lema 3 1 8 
Sea A un dominio y sea M un A módulo 	 Entonces M es sin torsion si y sólo si para todo 
ideal maximal m c A el módulo Mm es sin torsion como Am módulo 
Demosi racion 
=) Supóngase que -=0 donde ss GR \m r E A y a EM 
SS 
alguns EA \m tal que s ra=0 
Entonces para 
Sia*0 se tiene que s r = 0 	 Como Acsundominio se sigue r=0 
Reciprocarnente Supongamos que M es de torsion Sea x E M distinto de cero con 
Ann(x) * O Supongamos que Ann(x) c m para algun ideal maximal m 
Si x * 0 a es de torsion entonces Mm es de torsion como Am - modulo 
3 2 Propiedades locales 
Teorema 32 1 
Sea M un A modulo Son equivalentes 
(l)M =0 
(2) M = 0 para todo ideal primo p de de A 
(3) Mm  = O para todo ideal maximal de m de A 
Demostracion 
Claramente (1) => 2)=3) 
Para 3)=l) supongamos que M *0 ysea 0 *.r E  
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Pongamos 1 = (O x) Entonces 1 Ç A porque 1 E 1 ¡ya que O * x Por lo tanto 
existe un ideal maximal m tal que ni 2 ¡ Localizando en ni considere 
x/1 E Mm = O Entonces x/1 = O yasi existes EA — ni tal que sx = Oy por lo 
tantos E (O x) = ¡ Ç ni una contradiccion porque s E ni s 
Proposicion 3 2 2 
Sea <p M - N un A —morfismo Son equivalentes 
1) Ø es inyectiva 
(2) 4, M -# Np es inyectiva para todo ideal primo p de A 
(3) 0, Mm -, Nm  es inyectiva, para todo ideal maximal ni de A 
Demostracion 
1) => 2) 0 -* M N una succsion exacta implica que M 	 N. es exacta, porque la 
localizacion es un funtor exacto 
2) => 3) es porque todo ideal maximal es primo 
3) => 1) sea M = ker 4> de tal forma se tiene lasucesion exacta M '-'M 	 N 	 De 
un 
manera análoga por localización se sigue que 0 
-. Mm -* Mm ; 	 es una sucesión 
exacta y como 0
. 
es inyectivo por hipotesis se tiene que Mm 	 ker( m) = O entonces 
tenemos que Mm = O para todo ideal maximal de A y asi por la proposicion anterior 
M = 0 y por lo tanto 95 es inyectiva 
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Proposicion 3 2 3 
Para cualquier A modulo M las siguientes proposiciones son equivalentes 
i) M es A módulo plano 
u) M es A —modulo plano para cada ideal primo p 
iii) Mm  es Am  —módulo plano para cada ideal maximal m 
Demostracuon 
i)=> u) Supongamos que 0 - N -.N es una sucesion exacta de 
A modulos y aplicamos producto tensorual con M para formar la sucesion 
O - N Ø AM -' /V ® AM 	 la cual se quiere probar que es exacta 
Para los modulos que estamos considerando se tienen los siguientes isomorfismos 
N®AMm, r=NØA A ®AM =NØAM 
y similarmente 
N ®AMP '=N ®AM 
y as¡ la sucesion anterior se puede escribir como O -. N ®A  M -, N ®AM la cual es 
exacta porque M es plano como A —modulo y la sucesion exacta O -' N -, N se puede 
considerar como de A modulos por cambio de anillos usando el modismo canonico 
p A -tAP  
ii)uiu) Es trivial 
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Si O -, N -t N es exacta por localizacion para todo ideal maximal tu se 
km®Id 
tiene que O -, Nm -, N. es exacta y as¡ 	 0 -* Nm®AmMm 	 ) Nm®,Mn, es exacta 
porque Mm es plano Por el lema 3 1 6 tensorar y localizar son operaciones que conmutan 
entre su 
	 la sucesión exacta anterior se puede escribir como la sucesión exacta 
O -, (N ®AM)m 	 (IVØAM)m 	 lo cual implica 	 que 
O 
- N ®AM -' N®AM es exacta por la proposición anterior 
Lema 3 2 4 
Sea A un anillo noetheriano M es finitamente generado como A módulo Entonces M es 
plano como A modulo si y sólo si Mm  es libre como Am modulo para todo ideal maximal 
tucA 
Demostracion 
Por la proposición 3 2 3 tenemos que la planitud es una propiedad local en la categoria de 
los A - modulos y solo si Mm es plano como A módulo para todo ideal maximal ni c A 
Reciprocamente como A es noetheriano y local aplicando el lema 3 1 7 se 
puede notar que Am es plano sobre Am si y solo si Am  es libre como Am - modulo y 
tenemos el resultado 
16 
Lema 3 2 5 
Sea A un anillo y sea M N A modulos 	 Sea [ y M -, N Supongamos que para todo 
ideal maximal m c A tenemos que fm = Ym Entonces f = y 
Demostracion 
Sea m c A ideal maximal 	 y f M - N al Definamos las funciones 
Ym ím M/mM -' 	 N/mN 
Por las reglas 2-' j 	 y i-.y(x) 
En efecto sea a E M como flm = fm 	 se verifica que 	 = y(a) 	 Esto es 
f(a)—y(a)e 	 tuN y 
	
asiexisten 	 b1 E tu 	 n1 E Ncon 1 r-z :-~k 
tales que f(a) - g(a) = 
	
y b1 u, 	 E ni /V 
Y y EA 	 y (f(a)—y(a))= 	 1 yb,n, E m  
Afirmamos que existe s E A \ M tal que s(f(a) - y(a)) = O pues de no ser asi 
s(f(a)—y(a))#OvseA\MVaEM 
En 	 particular 	 si a = O E M debe ocurrir 	 que f(0) = y(o) = O 	 y 	 as¡ 
sU(a) - y(a) = O De lo anterior s E Ann(f(a) - y(a) 
Como lo anterior es válido para todo ideal maximal ni c A 	 se concluye que 
Ann(/(a) 
- y(a)) = Ay por lo tanto f(a) - y(a) = 0 esto es f = y 
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3 2 6 Deíinicion 
Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones Un A submodulo de K es un 
ideal fracciona¡ de A si existe un elemento x no nulo en A tal que xM c A 
Definicion 3 2 7 
Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones 	 Un A submodulo M de K 
es un ideal invertible si existe un submodulo N de K tal que MN = A 
Proposición 3 2 8 Cualquier ideal invertible es finitamente generado 
Proposicton 3 2 9 Un ideal fractonal ¡ es invertible si y solo si es proyectivo 
Definición 3 2 lO 
Un dominio D es llamado dominio de Dedekind si todo D - ideal fracciona¡ de F ( el 
campo de fracciones de D ) es invertible 
Definicion 3 2 II 
Sea A un dominio integral Decimos que A es un anillo de valuación si para cada x E 
Q(A)\O xEA ox 1 EA 
78 
Deíunicion 32 12 
Si K es un campo entonces la valuacion discreta en K es una aplicacion del grupo 
multiplicativo K = k \ (0) sobre (71 +) sujeta a las condiciones 	 siguientes 
1) v(x + y) ~! min(v(x) v(y)) esto es y es un homomorfismo de grupos 
2) v(xy)=v(x)+v(y) 
Observacion por convencion y(0) = oo >_ n para todo n E 71 entonces 
= {x E K/ v(x) ~i O} es un subanullo de K llamado el anillo de valuacion 
de y 
La demostracion del teorema 3 2 13 requiere del resultado que se conoce en la literatura 
del Algebra de Modulos como El Teorema de la estructura de un modulo finitamente 
generado sobre un dominio de Dedekind A continuacuon presentamos dicho teorema y lo 
aplicamos aunque no incluimos su demostracion 
Sea A un dominio de Dedekind y sea M un modulo finitamente generado como 
A —modulo Entonces M T(M) ffi P donde T(M) es un submódulo de torsión de M y 
P es sin torsion 	 Mas aun T(M) = er,A/Jf 
	
para algunos ideales P1 * O y 
; E 72 n, l~ 1 	 Además los pares (P n1) son determinados de manera unica excepto 
por permutaciones 
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Proposucion 32 13 
Sea A un dominio de Dedekund y sea M un A modulo finitamente generado Entonces las 
siguientes propiedades son equivalentes 
u) Mes libre de torsion 
u) M es plano 
tui) Mes proyectivo 
Demostracion 
ttt 
Por la proposicion 3 2 3 
	 se tiene que M es libre de torsion si para todo ideal maximal 
m CA el modulo Mm  es libre de torsion como un Am —modulo Por el lema 3 24 
necesitamos mostrar que Mm  es libre de torsion si y solo si Mm es libre Ahora notemos que 
Am 	 es un anillo de valuacion discreto y lo haremos si probamos que un modulo 
finitamente generado N sobre un anillo de valuacion discreto S es libre de torsión si y sólo 
si N es libre Si N es libre entonces N tambien es libre de torsion ( como 5 es un 
dominio) 
Para la otra implucacion usamos que un anillo de valuación discreto es un dominio de 
ideales principales y aplicando el teorema de estructura de modulos finitamente generados 
sobre un dominio de ideal principal 
tu ==> u Fue demostrada en el capitulo 2 
1 =tU 
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Notamos que M es proyectivo si y solo si para toda sucesion exacta 
O -N -, N f 
 M - O esto es una descomposición y M - N tal que f y = Im 
Ahora para un ideal maximal m y como este es plano por medio de la localizacion 
obtenemos una sucesion exacta del tipo 0 
-. Nm * 	 9 Mm -, O Como M es plano 
de t -* ti se concluye que Mm es proyectivo por tema 3 1 7 	 Hemos logrado as¡ una 
descomposicion Ym Mm -, N. tal que fm °Ym = 'Mm  
Ahora como Mm es finitamente generado se sigue que existen Cm E A \ nt tal que 
Cm gm (Mm)C N 
Como el ideal generado por el Cm no esta contenido en cualquier ideal maximal Estos 
ideales maximales m1 	 m y x1 	 x, EA tal que E X1 Cyyj = 1 
Sea tm M 	 Mm la transformacion natural y definamos y M -t N 
Por la regla 	 a 
.-' E=1 X1Cm 
 .qm 	 1m1 (a) 
Afirmamos que f y = 	 En efecto podemos elegir tu un ideal maximal y sea 
a/b E Mm Entonces notamos que para x E M y cualquier ideal maximal tu tenemos 
ím (1) =f(x) 
Finalmente 	 ([ y)(5) = fin 9m () 
= !f 	 E -iXjCm 9m (a) 
= 	
=i fm 	 XtCmY m (a) 
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= 	 Z1 f. 	 XiCmYmt (a) 
= 	 E=1 X Cm (a) 
a 
b 
Aplicamos el lema 3 25 y  vemos que f g = Im 
Corolario 32 14 
Un A —modulo M con A un dominio principal es libre si y solo si M es proyectivo 
Demostracion 
La condicion necesaria ya fue presentada en 2 l 20 Reciprocamente Si M es proyectivo 
entonces existe una sucesion 0 -' K -> E M —. 0 con E libre f es epimorfismo y 
K = Ker(f) M es proyectivo entonces E M e K 	 Luego M es isomorfo a un 
submodulo de E y por lo tanto libre 
Teorema 3 2 15 
Sea A un anillo de ideales principales Un A —modulo M finitamente generado y libre de 
torsion sobre A es libre 
Demostracion 
Supongamos que M * O Sea X un conjunto finito de generadores de M no triviales Si 
x E X ==> rx = O <=> r = O ya que M es libre de torsion 	 En consecuencia existe un 
subconjunto 5 = fr1 	 X,j de X que es maximal con respecto a la propiedad 
r1x1 + rRxk = O entonces r = O Y 1 ~5 ¿ :5 k (i E A) El submodulo E generado 
por 5 es claramente un A modulo con base S 	 Si y E X - S por ser S maximal existen 
it,, r1 	 rk EA no todos O tal que ryy -l- r1x1+ 	 + rkXk =0 => ry y 
Ademas ry *0 ya que si no r=0Vz Como Xes finito 3  *0 EA tal que 
rX=(rx/XEX) gP 
	 Entonces rM CF 	 Latransformacionf M —*M 
dado por a '-* ra es un homomorfismo con imagen rM 	 Como M es libre de torsión 
ker(f)= O 	 de donde M !m(f)= rM CF y as¡ Mes libre 
Definicion32 16 
Si N es un submódulo de M diremos que M es una extensión de N Ademas N es un 
submodulo esencial de M si tiene intersecciones no nulas con cualquier submodulo no nulo 
de M En este caso tambien diremos que M es una extensuon esencial de N 
Ejemplo 
El cuerno Q de todos los numeros racionales considerado como z —módulo es una 
extension esencial de los enteros de z 
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Deíinicion 3 2 17 
Un módulo Q es llamado capsula inyectiva de un modulo M si es una extension esencial y 
modulo inyectivo de M 
Proposicion 3 2 16 
Sea A un anillo de valuación sea M un A modulo plano y sea E una capsula inyectiva 
Entonces E es plano 
Demostración 
Sea xEE\M y reA tal que rx=0 As¡ existe aeA tal que O*ax EM 
Desde que a x * O y r x = O deducimos que r = ac para algun c E A Por cuanto 
cal = OyM es plano tenemos a x = by para alguny E 
	 y  E (0 c) De b c = O 
y a c = r *0 obtenemos b=at para algunt EA Tenemos a(x—ty)=0 
	 Asi 
at=b *0 (0 t)cAa Portanto (O t) (O x—ty) 
	 La inyectividad de E 
implica que existe z e E tal que r = t(y+z) 
	 Por otra parte t  = tac = bc = O asi 
t e(O r) 
Definicion 32 17 
Se llama espectro primo de un anillo A al conjunto Spec A cuyos elementos son todos los 
ideales primos de A 
84 
Observaciones 
Un ideal primo lo denotaremos por  cuando lo consideremos como elemento del 
Spec A y por & cuando lo consideremos como ideal de A 
Llamaremos funciones a los elementos del anillo A y puntos a los elementos del 
SpecA 
Diremos que la funcion a E A se anula en un punto x E Spec A cuando a E E',, 
Escribiremos a(x) = d E A / P,, para cada x E Spec A como consecuencia 
a(x) = d = O E A/& implica que a E P 
Como E', es un ideal primo se verifica 
1) La funcion O se anula en todos los puntos de Spec A 
2) Si dos funciones se anulan en un punto x su suma tambien 
3) Si una funcion se anula en un punto x tambien es nula en todos sus multiplos 
4) Si un producto de funciones se anulan en un punto x algun factor se anula en x 
Deíinición32 18 
Sea A un anillo Si [ E A 	 llamaremos ceros de la funcion f al subconjunto 
(f )o c Spec A formado por todos los puntos donde se anule f 	 Analogamente 
llamaremos ceros de un ideal ¡ Ç A al subconjunto de Spec A formado por los puntos 
donde se anulen todas las funciones de 1 y  lo denotaremos ( ¡) es decir 
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'Ideales primos P c A n'o =wo  (¼ tales que/ g 
 
Definicion 32 19 
La topologia de Zariskt es aquella topologia definida sobre el Spec A en la cual los 
conjuntos cerrados son los ceros de los ideales de A 
Teorema 3 2 20 
La condicion necesaria y suficiente para que un A módulo 14 sea plano es que N sea un 
A1 
 módulo plano para todo punto cerrado x E Spec A 
Demostración 
Denotemos toda sucesion exacta 
0—'N —N 
De A modulos por N M es plano si y solo si para toda suceston exacta N entonces 
N ®A  M es exacta si y sólo si para todo punto cerrado x E Spec A la sucesión 
(N @A M) 1 = NX®AX MX es exacta, por el lema 3 7 
FE 
Teorema 3221 
Sea M un modulo finitamente generado sobre un anillo local A Si el morfismo natural 
¡ ® M -. M c 0 m 	 cm es inyectivo para todo ideal finitamente generado ¡ Ç A 
entonces Mes un A modulo libre 
Demostracton 
Sea m1 	 mr un sistema de generadores de M obtenidos por Nakayama (es decir de 
modo que iñ1 	 mr  sea una base de M / mM donde ni es el ideal maximal de A) 
Dada una relacion a1m1 + + a2 
 M. = O consideremos el ideal ¡ = (a1  a,.) 	 Por 
hipotesis el morfismo natural ¡ OA M -. M es inyectivo as¡ que a1m1 + + a2 m,. = 
O en el A / m espacio vectorial 
= (104 A/ni) ØA/m (M @A A/m) 
1/mi ®A/m  M/mM 
Tendremos que a1m1 + + a,. mr = a1m1 + + a,. m,. = O pero ñ11 	 fflr  es una 
base de M/mM por tanto 51  = = 
	
= O Luego ¡ / ml —O y por el lema de Nakayama 
1 = 0 En conclusion ni1 	 ni, es una base de M y Mes libre 
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Proposicion 3 2 22 
Si P es un modulo plano y A - 8 es un morfismo de anillos entonces PB es un 
8 - modulo plano 
Demostracion 
Para todoB modulo M tenemos 13 08 M = P ®A M as¡ que la exactitud del funtor 
P8 08 
 M (-) es consecuencia de la exactitud del funtor P ® (-) 
Una consecuencia inmediata de los teoremas 3 2 23 y  3 2 24 es el siguiente 
Corolario 3 2 23 
Un modulo finitamente generado es plano si y solamente si es localmente libre 
Definicion 3 2 24 
Un A modulo M se dice que es de presentación finita si existe una sucesión exacta de la 
forma A -, A1" - M -+ O En particular si A es un anillo noetheriano los A modulos de 
presentacion finita son precisamente los finitamente generado 
Definicion 3 2 25 
M es localmente proyectivo como A modulo si y sólo si para todo punto cerrado x E 
Spec A se cumple que M1  es un A módulo proyectivo 
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Teorema 3 2 26 
Un modulo de presentacion finita es proyectivo si y solo si es localmente proyectivo 
Demostracion 
Denotemos la sucesion exacta 0 -. N -. N -, N -, 0 por N Digamos que un modulo 
M es proyectivo si y solo si para toda sucesion exacta N de A modulos entonces la 
sucesión HomA(M N ) es exacta Con estas convenciones tenemos A es proyectivo si y 
solo si para toda sucesión exacta /V de A modulos HomA(M N ) es exacta si y solo si 
para toda sucesión exacta N de A módulos HomA(M N ) = HomA (M N) es 
exacta para todo punto cerrado x E SpecA 	 P. es un Ar  modulo proyectivo (pues toda 
sucesion exacta de A módulos N es localizacion de una sucesión exacta de A modulos 
explicitamente (N ) = N 
Teorema 3 2 27 
Sea M un módulo de presentacion finita Las propiedades de ser plano localmente libre y 
localmente proyectivo son equivalentes 
Demostracion 
Si M es plano entonces es localmente libre 
Si M es localmente libre entonces es localmente proyectivo Como la propiedad de ser 
proyectivo es local entonces M proyectivo finalmente si M es proyectivo es plano (en el 
capitulo antenor) 
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CONCLUSIONES 
Dado un anillo conmutativo A y M un A modulo entonces 
> Todo modulo libre es proyectivo 
> Todo módulo proyectivo es plano 
Ademas pudimos caracterizar los módulos planos 
> Ti todo submodulo finitamente generado esta contenido en un submódulo plano 
entonces el módulo es plano 
> dada una sucesion exacta corta O -, E Z E w E -. 0 donde E es plano para 
que E sea plano es necesario y suficiente que E sea plano 
Los módulos libres modulos proyectivos y modulos planos son equivalentes si estan 
construidos sobre anillos noetherianos con ideales maximales o bien son dominio de 
Dedekind y los modulos son finitamente generados 
afl 
RECOMENDACIONES 
1 Tener en cuenta esta investigacion para futuras investigaciones sobre modulos 
planos 
2 En la investigación se encontro que los modulos planos tienen aplicacion en la 
electrónica y en la estadistica, por ello se les debe invitar para que nos muestren 
como modelan los modulos planos en su carrera 
3 Ampliar esta investigacion de modulos planos sobre anillos ciclicos u otros anillos 
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